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Re´sume´
Le the`me de l’article est fourni par la conjecture empirique suivante : une hypersurface
ferme´eMn ⊂ En+1 de diame`tre exte´rieur borne´ et de “grand” volume devrait ne´cessairement
eˆtre “tre`s” courbe´e. On prend comme mesure pour la courbure le volume recouvert sur la
sphe`re unite´ Sn ⊂ En+1 par l’application de Gauss, a` savoir la courbure totale T (M). Notre
e´tude est motive´e par la preuve de Burago [BZ] de l’ine´galite´ vol(M) ≤ R2T (M) pour n = 2
et M ⊂ Bn+1(R). Nous donnons un exemple explicite qui prouve qu’une ine´galite´ de la
forme vol(M) ≤ CRnT (M) ne peut eˆtre vraie en toute ge´ne´ralite´ en dimension n ≥ 3. Nous
mettons toutefois en e´vidence une condition suffisante sur la courbure de Ricci sour laquelle
l’ine´galite´ est ve´rifie´e en dimension 3. Le re´sultat principal de l’article est une ine´galite´ a`
caracte`re semi-local qui majore le volume d’un compact K de M par la courbure totale d’un
ouvert U qui le contient, sous l’hypothe`se que la courbure de Gauss-Kronecker ne s’annule
pas sur K et U . Pour M ⊂ Bn+1(R) on prouve que
vol(K) ≤ CnR
n
d(K, ∂U)n
T (U)
avec d(K, ∂U) une distance mesure´e sur la sphe`re Sn via l’application de Gauss. Le lieu des
points de courbure nulle apparait de cette fac¸on comme une obstruction a` avoir une ine´galite´
globale comme celle de Burago en dimension supe´rieure.
Nous obtenons diffe´rentes variantes de l’ine´galite´ ayant un caracte`re isope´rime´trique et
nous montrons qu’elles sont optimales. Au passage, nous obtenons une ine´galite´ isope´rime´trique
“inverse” valable dans les espaces a` courbure constante.
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Introduction
Une immersion isome´trique d’hypersurface ϕ : Mn −→ En+1 de classe C2 est localement
rigide en dehors du lieu des points de courbure nulle et on s’attend a` ce que les proprie´te´s
me´triques de M de´terminent de nombreuses proprie´te´s de ϕ. Il y a pourtant peu de re´sultats
quantitatifs qui estiment des caracte´ristiques extrinse´ques en termes d’objets intrinse´ques et qui
soient valables en toute dimension (voir [BZ] pour plus de re´fe´rences).
Le re´sultat qui est a` la source du pre´sent travail est une ine´galite´ de Burago [BZ] §6.2 en
dimension n = 2. Si T (M) =
∫
M
|K|dV de´signe la courbure totale de l’immersion, R est le rayon
d’une boule contenant ϕ(M) et A(M) de´signe l’aire de M alors
A(M) ≤ R2T (M) (1)
avec e´galite´ uniquement pour le plongement isome´trique standard de la sphe`re de rayon R. Nous
nous sommes pose´s la question s’il y a un analogue de (1) en dimension supe´rieure. La re´ponse
est ne´gative pour ce qui est d’une ine´galite´ globale du type
vol(M) ≤ CnRnT (M) (2)
Ne´anmoins, nous obtenons des ine´galite´s a` caracte`re isope´rime´trique semi-local faisant intervenir
la courbure totale d’un ouvert sur lequel l’application de Gauss est non-de´ge´ne´re´e et exhibant
le lieu des points de courbure nulle comme une obstruction a` l’existence d’ine´galite´s globales.
L’article est structure´ comme suit. Nous pre´sentons dans la section 1 un exemple explicite qui
prouve la non-existence d’analogues de (1) en dimension supe´rieure. La section 2 de´veloppe des
formules inte´grales concernant les polynoˆmes syme´triques des courbures principales et la fonction
support de l’immersion. Elles ge´ne´ralisent celles de´ja` obtenues par Minkowski et Kubota dans le
cas convexe [BF], p.64 et par Hsiung [H] dans le cas non-convexe. Elles sont utilise´es d’une part
pour donner des conditions intrinse´ques suffisantes pour l’ine´galite´ globale en dimension n = 3
et d’autre part pour raffiner par la suite l’ine´galite´ semi-locale. Nous obtenons notamment la
Proposition 1. Soit ϕ : M3 −→ R4 une immersion isome´trique de classe C2 avec M une
varie´te´ riemannienne lisse compacte sans bord. On suppose que ϕ(M) ⊂ B4(0, R). Si M ve´rifie
Ric ≥ −α/R2 avec 0 < α < 6 alors
vol(M) <
6
6− αR
3T (M)
Il serait bien-sur inte´ressant de trouver des contre-exemples a` l’ine´galite´ (2) satisfaisant
Ric ≥ −6/R2−ǫ. Dans la section 3 nous obtenons des ine´galite´s a` caracte`re semi-local. On utilise
une me´thode d’estimation a-priori pour les e´quations de Monge-Ampe`re re´elles de´veloppe´e par
Rauch et Taylor [RT] et reprise par Aubin [Au]. L’ope´rateur de type Monge-Ampe`re qui apparait
naturellement dans notre contexte est f 7−→ det(Hf +f Id) agissant sur les fonctions de´finies sur
2
S
n. Ceci sugge`re une relation - qui nous reste pour l’instant cache´e - avec la the´orie spectrale du
laplacien sur Sn. Notre re´sultat principal est le
The´ore`me 1. On suppose que M ⊂ Bn+1(0, R) ⊂ En+1. Soit U ⊂ M un ouvert sur lequel
l’application de Gauss est non-de´ge´ne´re´e. Il existe une constante Cn qui de´pend uniquement de
la dimension telle que, si K ⊂ U est un compact, on ait
vol(K) ≤ CnRn 1(
dSn(K, ∂U)
)nT (U) (3)
et
vol(K) ≤ CnRn 1(
dSn(K, ∂U)
)n−1T (U) + Rn vol(∂K) (4)
ou` T (U) =
∫
U
|K|dV de´signe la courbure totale de U et dSn(K, ∂U) est la distance sphe´rique
locale entre K et ∂U (voir la de´finition 1).
Le terme dSn(K, ∂U) tend vers ze´ro lorsque U approche K. Cela fait que l’estimation (4) est
d’autant meilleure que le compact K est situe´ a` une grande distance du lieu des points de
courbure nulle. C’est dans ce sens qu’on interpre`te le lieu des points de courbure nulle comme
une obstruction a` l’ine´galite´ globale. L’obtention de (4) a` partir de (3) a` l’aide des formules
inte´grales globales de type Minkowski occupe la section 3.6. L’optimalite´ de l’ine´galite´ (4) est
discute´e dans la section 4 et l’article cloˆt sur une ine´galite´ isope´rime´trique inverse traite´e dans
l’appendice.
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1 Un contre-exemple en dimension n ≥ 3
Nous construisons pour tout n ≥ 3 une suite (Mnk )k≥1 d’hypersurfaces compactes plonge´es
dans Rn+1, diffe´omorphes a` Sn et de diame`tre exte´rieur borne´, telles que
vol(Mnk )
T (Mnk )
k−→∞
ou` T (M) =
∫
M
|K|dV de´signe la courbure totale de M et K = k1 · k2 · . . . · kn est la courbure de
Gauss-Kronecker, e´gale au produit des courbures principales de M . La courbure totale mesure
avec multiplicite´s le volume recouvert sur Sn par l’application de Gauss de´finie sur M .
3
L’exemple prouve que l’ine´galite´ (2) ne peut eˆtre ve´rifie´e telle quelle en dimension au moins
3 : tout ce que l’on peut espe´rer de mieux est d’exhiber des classes de varie´te´s inte´ressantes
d’un point de vue ge´ome´trique qui la satisfont. Ceci justifie en particulier la proposition 1. La
construction que nous pre´sentons nous a e´te´ sugge´re´e par Jean-Marc Schlenker.
Soit
χ : R −→ R
une fonction C∞ telle que supp χ ⊆ [−4π, 4π], 0 ≤ χ ≤ 1, χ ≡ 1 sur [−2π, 2π] et |χ′| ≤ 1. Nous
de´finissons aussi
ψ : Rn −→ R
ψ(x1, . . . , xn) = χ(x1) . . . χ(xn)
et on a | ∂ψ
∂xi
| ≤ 1, supp ψ ⊆ [−4π, 4π]n, ψ ≡ 1 sur [−2π, 2π]n et 0 ≤ ψ ≤ 1.
Conside´rons la fonction
Fk : R
n −→ R, k ∈ N∗, 0 < α < 1
Fk(x) =
sin kx1
kα
· ψ(x)
Nous de´finissons une hypersurface Mk dans R
n+1 en tronquant le graphe de Fk au dela` de
|xi| = 4π et en le refermant de fac¸on lisse par une demi-sphe`re. Pour tout k, l’hypersurface Mk
est contenue dans la boule de rayon 8π.
Prouvons que la famille Mk fournit un contre-exemple a` la conjecture, c’est-a`-dire
lim
k→∞
vol(Mk)
T (Mk)
−→∞
Tous les e´quivalents qui suivent seront conside´re´s pour k → ∞. Montrons d’abord que
vol(Mk) ∼ k1−α. On a
∂Fk
∂x1
= k1−α cos kx1ψ(x) + k
−α sin kx1
∂ψ
∂x1
∂Fk
∂xi
= k−α sin kx1
∂ψ
∂xi
, 2 ≤ i ≤ n
et ceci entraˆıne
vol(graph(Fk |[−4π,4π]n )) =
∫
[−4π,4π]n
√
1 + |dFk|2dV ∼ k1−α
∫ 2π
−2π
| cos kx1|dx1 ∼ k1−α
d’ou` vol(Mk) ∼ k1−α.
D’un autre coˆte´, la normale unitaire au graphe de Fk est ν =
1√
1+|dFk|2
(∂Fk
∂x1
, . . . , ∂Fk
∂xn
,−1)
et son image est contenue dans un tube autour du grand cercle de´termine´ sur Sn par le plan
4
xn+1Ox1. Le rayon de ce tube est e´quivalent a` max2≤i≤n |∂Fk∂xi | ∼ k−α. Puisque chaque point en
dehors du grand cercle est touche´ au plus k fois on de´duit
T (Mk) ≤ Ck(k−α)n−1 = Ck1−(n−1)α
ou` C est une constante qui ne de´pend que de n.
Pour une autre constante C ′ on aura
vol(Mk)
T (Mk)
≥ C ′k(n−2)α k→∞−−−→∞
et ceci montre la validite´ de la construction.
Il est inte´ressant de remarquer l’apparition de l’exposant n− 2. Ceci est a` relier au fait que
l’ine´galite´ (2) est valable en dimension 1 ≤ n ≤ 2.
2 Formules inte´grales
Nous pre´sentons des ge´ne´ralisations des formules inte´grales de Minkowski [BF, H] qui im-
pliquent la fonction support d’une immersion et les polynomes syme´triques en les courbures
principales. On re´cupe`re la preuve [BZ] de (1), une preuve simple de (2) en dimension n = 1 ou
lorsque M est le bord d’un convexe (the´ore`me d’Archime`de), ainsi que des conditions suffisantes
en dimension n = 3.
2.1 Notations
Nous allons adopter un point de vue intrinse´que : l’hypersurface sera repre´sente´e par une
immmersion isome´trique ϕ : Mn −→ Rn+1, ou` Mn est une varie´te´ riemannienne ferme´e oriente´e
de dimension n. Soit ν : M −→ Rn+1 le champ normal unitaire sur (M,ϕ) et, suivant [BZ],
mettons
p =< ϕ, ν >, q = |ϕ− < ϕ, ν > ν|
La fonction p est appele´e “fonction support” de (M,ϕ) et q est la longueur de la composante de
ϕ tangente a` ϕ(M). Elles ve´rifient
p2 + q2 = |ϕ|2
Pour des vecteurs u1, . . . , un+1 ∈ Rn+1, on note (u1, . . . , un+1) le volume du paralle´lipipe`de
oriente´ qu’ils de´terminent. Pour des fonctions surM a` valeurs vectorielles u1, . . . , uk ∈ C∞(M,Rn+1)
et des 1-formes surM a` coefficients vectoriels αk+1, . . . , αn+1 ∈ Ω1(M,Rn+1), ou` αj =∑n1 αjidyi
et {yi} est un syste`me local de coordonne´es sur M , on de´finit la n− k + 1-forme sur M
(u1, . . . , uk, α
k+1, . . . , αn+1) =
∑
ik,...,in+1
(u1, . . . , uk, α
k+1
ik+1
, . . . , αn+1in+1) dy
ik+1 ∧ · · · ∧ dyin+1
5
Dans l’expression ci-dessus, l’interversion de deux vecteurs ou d’un vecteur et d’une 1-forme
change le signe. Par contre, l’interversion de deux 1-formes ne change pas le signe.
Si k1, . . . , kn sont les courbures principales de M , on note
Sk =
∑
i1<···<ik
ki1 . . . kik , 1 ≤ k ≤ n
le k-ie`me polynoˆme syme´trique e´le´mentaire en les courbures principales. On pose S0 = 1. On a
Sk = S˜k/k! avec
S˜k =
∑
i1,...,ik distincts
ki1 . . . kik , 1 ≤ k ≤ n
Posons aussi
Sik = ki
( ∑
i1<···<ik−1 : ij 6=i
ki1 . . . kik−1
)
= kiSk−1(k1, . . . , kˆi, . . . , kn)
On remarque Si2 = Ric(ei, ei), avec ei la direction de courbure correspondant a` ki.
2.2 Formules de Minkowski ge´ne´ralise´es
Proposition 2. L’identite´ inte´grale suivante est ve´rifie´e sur M
(n− k + 1)
∫
M
pl−1Sk−1dV = k
∫
M
plSkdV − (l − 1)
∫
M
pl−2
( n∑
i=1
Sik < ϕ, ei >
2
)
dV (5)
1 ≤ k ≤ n, l ≥ 1
ou` les ei de´signent les directions de courbure sur M .
De´monstration. . Nous allons calculer pour 1 ≤ k ≤ n et l ≥ 1 la diffe´rentielle exte´rieure
d
(
pl−1(ϕ, ν, dν, . . . , dν︸ ︷︷ ︸
k−1
, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−k
)
)
= (l − 1)pl−2dp ∧ (ϕ, ν, dν, . . . , dν︸ ︷︷ ︸
k−1
, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−k
) −
− pl−1(ν, dν, . . . , dν︸ ︷︷ ︸
k−1
, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−k+1
) +
+ pl−1(ϕ, dν, . . . , dν︸ ︷︷ ︸
k
, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−k
)
Autour de tout point x ∈ M on peut choisir un syste`me de coordonne´es {yi} tel que, au point
x, les { ∂
∂yi
}i=1...n forment une base orthonorme´e et oriente´e avec ei = ϕ∗ ∂∂yi des directions de
courbure au point ϕ(x). Les suivantes e´galite´s sont valables au point x :
dν =
∑
kieidy
i (6)
dϕ =
∑
eidy
i
< ei, ej >= δij , e1 × · · · × en = ν
6
Dans un tel syste`me de coordonne´es on a
(ν, dν, . . . , dν︸ ︷︷ ︸
k−1
, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−k+1
) =
∑
σ∈Sn
(ν, eσ(1), . . . , eσ(n))kσ(1) . . . kσ(k−1)dy
σ(1) . . . dyσ(n)
= (
∑
σ∈Sn
kσ(1) . . . kσ(k−1))(ν, e1, . . . , en)dy
1 . . . dyn
= (−1)n(n− k + 1)!(k − 1)!Sk−1dV (7)
(ϕ, dν, . . . , dν︸ ︷︷ ︸
k
, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−k
) =
∑
σ∈Sn
(ϕ, eσ(1) , . . . , eσ(n))kσ(1) . . . kσ(k)dy
σ(1) . . . dyσ(n)
= (n− k)!k!Sk(ϕ, e1, . . . , en)dV
= (−1)n(n− k)!k!SkpdV (8)
On a utilise´ les identite´s
(ν, e1, . . . , en) = (−1)n(e1, . . . , en, ν) = (−1)n < e1 × · · · × en, ν >= (−1)n
(ϕ, e1, . . . , en) = (−1)n(e1, . . . , en, ϕ) = (−1)n < e1 × · · · × en, ϕ >= (−1)np
Pour ce qui est du premier terme on a
dp = d < ϕ, ν >=
∑
ki < ϕ, ei > dy
i
(ϕ, ν, dν, . . . , dν︸ ︷︷ ︸
k−1
, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−k
) =
n∑
i=1
∑
σ∈Sn : σ(n)=i
(ϕ, ν, eσ(1), . . . , eσ(n−1))kσ(1) . . . kσ(k−1)dy
σ(1) . . . dyσ(n−1) =
n∑
i=1
( ∑
σ∈Sn : σ(n)=i
kσ(1) . . . kσ(k−1)
)
(ϕ, ν, e1, . . . , eˆi, . . . , en)dy
1 . . . dyˆi . . . dyn =
(n− k)!(k − 1)!
n∑
i=1
( ∑
i1<···<ik−1 : ij 6=i
ki1 . . . kik−1
)
(−1)n+i < ϕ, ei > dy1 . . . dyˆi . . . dyn
On obtient
dp ∧ (ϕ, ν, dν, . . . , dν︸ ︷︷ ︸
k−1
, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−k
) = (9)
(−1)n−1(n− k)!(k − 1)!
( n∑
i=1
ki
( ∑
i1<···<ik−1 : ij 6=i
ki1 . . . kik−1
)
< ϕ, ei >
2
)
dV =
(−1)n−1(n− k)!(k − 1)!( n∑
i=1
Sik < ϕ, ei >
2
)
dV
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et, finalement,
(l − 1)(n − k)!(k − 1)!pl−2( n∑
i=1
Sik < ϕ, ei >
2
)
dV + (n− k + 1)!(k − 1)!pl−1Sk−1dV −
−(n− k)!k!plSkdV = forme exacte
Il suffit maintenant d’inte´grer cette dernie`re identite´ sur M .

2.3 Applications
a) Formules de Minkowski. Prendre l = 1 pour obtenir
(n− k + 1)
∫
M
Sk−1dV = k
∫
M
pSkdV, 1 ≤ k ≤ n (10)
b) L’ine´galite´ (2) pour n = 1. Prendre k = n = 1 dans les formules de Minkowski pour
obtenir, lorsque C est une courbe immerge´e dans le plan
l(C) =
∫
C
pKdl
et ceci implique tout de suite l(C) ≤ RT (C), avec e´galite´ si et seulement si C est le plongement
standard du cercle de rayon R.
c) Expression du volume de M en termes de courbure moyenne. Prendre k = 1 dans (10) et
obtenir
vol(M) =
1
n
∫
M
pHdV (11)
d) Expression du volume de M en termes de courbure de Gauss. Prendre l = k dans (5)
pour obtenir
(n− k + 1)
∫
M
pk−1Sk−1dV = k
∫
M
pkSkdV − (k − 1)
∫
M
pk−2(
n∑
i=1
Sik < ϕ, ei >
2)dV (12)
En additionnant les identite´s (12) pour 1 ≤ k ≤ n nous trouvons
vol(M) =
∫
M
(
pn − n− 1
n
pn−2q2
)
KdV −
n−1∑
k=2
Cn,k
∫
M
pk−2(
n∑
i=1
Sik < ϕ, ei >
2)dV (13)
avec Cn,k =
(k − 1)!
n(n− 1) . . . (n − k + 2) ·
k − 1
n− k + 1.
e) Preuve de (2) lorsque M est le bord d’un convexe (the´ore`me d’Archime`de). Toutes les
courbures principales sont alors positives et on obtient vol(M) ≤ ∫
M
(pn − n−1
n
pn−2q2)KdV ≤
RnT (M) = Rnvol(Sn), avec e´galite´ si et seulement si M est la sphe`re de rayon R.
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f) Preuve de (1) selon [BZ]. Prendre n = 2 dans (13) pour obtenir
A(M) =
∫
M
(p2 − 1
2
q2)KdS
Lorsque ϕ(M) ⊂ B(0, R) on a p2 + q2 ≤ R2 et cela implique tout de suite A(M) ≤ R2T (M),
avec e´galite´ si et seulement si ϕ est le plongement standard de la sphe`re de rayon R dans E3.
g) Condition suffisante pour n = 3. D’apre`s (13) on a
vol(M) =
∫
M
(p3 − 2
3
pq2)KdV − 1
6
∫
M
3∑
i=1
Ric(ei, ei) < ϕ, ei >
2 dV (14)
L’ine´galite´ (2) sera vraie sous la forme vol(M) ≤ R3T (M) si M ve´rifie Ric ≥ 0. Mais, pour une
hypersurface, ceci e´quivaut a` demander que les courbures sectionnelles de M soient positives ou
nulles [Su]. Un the´ore`me de Sacksteder [Sa] assure que toute immersion isome´trique de classe
C4 d’une 3-varie´te´ a` courbure sectionnelle non-ne´gative est force´ment convexe et le re´sultat se
rame`nerait au the´ore`me d’Archime`de. On a toutefois des re´sultats nouveaux en affaiblissant la
condition sur la courbure de Ricci.
Proposition 1. (n=3) Soit ϕ : M3 −→ R4 une immersion isome´trique de classe C2 d’une
varie´te´ riemannienne lisse compacte sans bord. On suppose que ϕ(M) ⊂ B4(0, R). Si M ve´rifie
Ric ≥ −α/R2 avec 0 < α < 6, alors
vol(M) <
6
6− αR
3T (M)
De´monstration. On utilise
∑
i〈ϕ, ei〉2 ≤ |ϕ|2 ≤ R2 dans (14) pour obtenir
vol(M) ≤
∫
M
(p3 − 2
3
pq2)KdV +
α
6
vol(M)
et de la` vol(M) ≤ 66−αR3T (M) puisque p2+ q2 = |ϕ|2 ≤ R2. L’e´galite´ n’est pas atteinte puisque
cela forcerait q ≡ 0 et p ≡ R. Dans ce cas l’immersion devrait eˆtre le plongement standard de la
sphe`re de rayon R, pour laquelle on a en fait vol(S3(R)) = R3T (S3(R)) < 66−αR
3T (S3(R)).

3 Ine´galite´s a` caracte`re local
Comme le montre la section pre´ce´dente, l’ine´galite´ (2) est valable en petite dimension graˆce
a` l’existence de formules inte´grales globales, qui reviennent en fait a` la possibilite´ d’inte´grer par
parties : une me´thode alternative pour obtenir les formules de Minkowski (10) est d’inte´grer
sur des ouverts constituant un de´coupage de M et de sommer. Les termes de bord s’annulent
9
deux par deux a` cause du choix oppose´ de l’orientation et, en dimension 2, les termes inte´rieurs
sont controlables par la courbure totale. Dans ce qui suit nous traitons les termes parasites qui
apparaissent en dimension n ≥ 3 en simulant une inte´gration par parties ou` la contribution
des termes de bord est compense´e par l’utilisation d’un e´paisissement de l’ouvert relativement
compact dont on estime le volume.
Tout ouvert sur lequel l’application de Gauss G est non-de´ge´ne´re´e et injective peut eˆtre
parame´tre´ par G−1 qui, a` son tour, s’exprime a` l’aide de la fonction support sur Sn et de sa hessi-
enne. La forme locale de l’ine´galite´ (2) s’exprimera comme une ine´galite´ inte´grale qu’on obtient
par une technique d’estimation emprunte´e a` la the´orie des ope´rateurs de type Monge-Ampe`re
[Au, RT]. Dans la section 3.5 nous renonc¸ons a` l’hypothe`se d’injectivite´ sur l’application de
Gauss par un argument de recollement. La section 3.6 utilise les formules inte´grales de´veloppe´es
pre´ce´dememment pour obtenir (4) a` partir de (3). Nous obtenons aussi une ine´galite´ a` caracte`re
isope´rime´trique en dimension deux.
3.1 Parame´trisation d’Euler
Conside´rons sur M un domaine U sur lequel l’application de Gauss G : U
∼−→ V ⊂ Sn est
injective. Son inverse
φ : V
∼−→ U
est une parame´trisation de U et associe a` un point θ l’unique x tel que le vecteur θ soit orthogonal
a` l’hyperplan TxM tangent a` M en x. Si f(θ) de´signe la distance oriente´e entre l’origine O et
TxM , alors l’application f est diffe´rentiable sur V et le gradient ∇f(θ) ∈ TθSn est bien de´fini.
De plus, on aura
φ(θ) = x = f(θ) · θ +∇f(θ)
apre`s des identifications naturelles avec des vecteurs de Rn+1. En ge´ome´trie convexe on appelle
f la “fonction support” de U et φ la “parame´trisation d’Euler” de l’hypersurface U .
Soient dV et dθ les e´le´ments de volume sur U ⊂M et V ⊂ Sn respectivement. Alors
dV = ± det(φ∗(θ)) · dθ
On calcule maintenant φ∗ : TθS
n −→ TθSn ≡ Tφ(θ)Mn ⊂ Tφ(θ)Rn+1. On peut e´crire
φ∗Y = Y (f)θ + fY +DY (∇f)
Mais Tφ(θ)M
n//TθS
n et en prenant ci-dessus la partie tangente a` Sn on a φ∗Y = φ
T
∗ Y =
fY +DTY (∇f) = fY +DS
n
Y (∇f). Cela signifie pre´cise´ment que
φ∗ = Hf + f · Id
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ou` Hf est la hessienne de f sur la sphe`re S
n. C’est l’endomorphisme du fibre´ tangent de´fini par
Hf (ξ) = ∇ξ∇f
Ceci e´tablit la formule (ou` le signe de´pend des orientations)
vol(U) = ±
∫
V
det(Hf + f · Id)dθ (15)
Il est utile de voir l’application φ comme inverse de l’application de Gauss. La` ou` cette dernie`re
est un diffe´omorphisme, la de´rive´e φ∗ sera l’inverse de l’application de Weingarten et ses valeurs
propres seront les inverses des courbures principales de M . En particulier la signature de φ∗ sera
la meˆme que la signature de l’application de Weingarten. Sur les domaines de signature impaire,
φ∗ change l’orientation et la formule pre´ce´dente s’e´crit avec le signe “−”. Sinon elle s’e´crit avec
le signe “+”.
3.2 Coordonne´es ste´re´ographiques
Dans cette section on exprime la formule inte´grale pre´ce´dente en coordonne´es ste´re´ographiques.
Soit Sn(ρ) = {x ∈ Rn+1 : |x| = ρ} la sphe`re de rayon ρ dans Rn+1. Il est bien connu que la
projection ste´re´ographique du poˆle nord induit sur Rn une me´trique g de composantes
gij =
4
(1 + |x|
2
ρ2
)2
· δij
Les coefficients du tenseur de Christoffel sont
Γijk = −
2
ρ2 + |x|2 {δikx
j + δijx
k − δjkxi}
Pour faciliter l’e´criture on note par ∂i les champs
∂
∂xi
. Ce sont des champs orthogonaux dans la
me´trique sphe´rique. Le gradient sphe´rique de f satisfait (∇f, ∂i) = ∂f∂xi et cela donne
∇f|x =
1
4
(1 +
|x|2
ρ2
)2 · ∂f
∂xi
· ∂i
La hessienne sphe´rique de f ve´rifie
Hf(∂i)
= ∇∂i∇f = ∇∂i 14ρ4 (ρ2 + |x|2)2 · ∂f∂xj · ∂j
= 1
4ρ4
· {∂i(ρ2 + |x|2)2 · ∂f∂xj · ∂j + (ρ2 + |x|2)2 · ∂
2f
∂xi∂xj
· ∂j + (ρ2 + |x|2)2 · ∂jf · Γlij∂l}
= 14 (1 +
|x|2
ρ2
)2 · ∂ijf · ∂j + 1ρ2 (1 +
|x|2
ρ2
) · xi∂jf · ∂j
− 1
2ρ2
(1 + |x|
2
ρ2
) · ∂jf · {δlixj + δljxi − δijxl}∂l
= 14 (1 +
|x|2
ρ2
)2 · ∂ijf · ∂j + 12ρ2 (1 +
|x|2
ρ2
) · [2xi∂jf · ∂j − ∂lf{δjixl + δljxi − δilxj}∂j ]
= 14 (1 +
|x|2
ρ2
)2 · ∂ijf · ∂j + 12ρ2 (1 +
|x|2
ρ2
) · [2xi∂jf · ∂j − ∂lf
∑
j 6=i{δljxi − δilxj} · ∂j − ∂lf · xl · ∂i]
= 14 (1 +
|x|2
ρ2
)2 · ∂ijf · ∂j + 12ρ2 (1 +
|x|2
ρ2
) · [(xi∂jf + xj∂if) · ∂j − (∇Rnf|x · x) · ∂i]
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Dans les formules qui vont suivre les gradients et hessiennes seront implicitement pris par rap-
port a` la me´trique euclidienne de Rn. Dans le cas contraire, on l’indiquera explicitement (par
exemple HS
n
f de´signera la hessienne de f calcule´e dans la me´trique sphe´rique). On peut simplifier
l’expression obtenue en posant
g =
ρ2 + |x|2
2
· f (16)
Alors
∂2g
∂xi∂xj
=
ρ2 + |x|2
2
· ∂
2f
∂xi∂xj
+ (xi∂jf + x
j∂if) + f · δij
et on obtient
HS
n
f (x)(∂i) =
1
2ρ2 (1 +
|x|2
ρ2
)
[ ρ2+|x|2
2 ∂ijf · ∂j + (xi∂jf + xj∂if)∂j
]− 12ρ2 (1 + |x|2ρ2 )(∇f · x) · ∂i
= 12ρ2 (1 +
|x|2
ρ2
) · [Hg − (f +∇f · x) · Id](∂i)
Soient maintenant U et V des domaines sur M et respectivement Sn comme dans §3.1. On
choisit un point N ∈ Sn \ V et on note Ω l’image de V par la projection ste´re´ographique de N .
Alors∫
V
(Hf + f · Id)dθ = 1
2nρ2n
∫
Ω
(1 +
|x|2
ρ2
)n · det(Hg + (−f −∇f · x+ 2ρ
2
1 + |x|
2
ρ2
· f)) · 2
n
(1 + |x|
2
ρ2
)n
dx
donc
vol(U) = ± 1
ρ2n
∫
Ω
det(Hg +Rf · Id) dx
ou` on a note´ Rf = −f −∇f · x+ 2ρ
4
ρ2+|x|2 · f . Il est utile de remarquer que
Rf =
2
ρ2 + |x|2
[
(g −∇g · x) + (ρ4 − ρ2) · f]
En particulier, pour ρ = 1 on obtient
Rf =
2
1 + |x|2 · (g −∇g · x)
not.
= Rg (17)
et on pourra e´crire
vol(U) = ±
∫
Ω
det(Hg +Rg · Id) dx
3.3 Formes diffe´rentielles
Conside´rons les 1-formes suivantes :
ωi = d(∂ig) +Rg · dxi
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On a
ω1 ∧ . . . ∧ ωn = det(Hg +Rg · Id) dx1 ∧ . . . ∧ dxn
donc
vol(U) = ±
∫
Ω
ω1 ∧ . . . ∧ ωn
Rappelons que Rg =
2
1+|x|2
(g −∇g · x) et donc
dRg = − 4(1+|x|2)2 (g −∇g · x) · (x · dx)− 21+|x|2 ·
∑n
i=1 x
id(∂ig)
= − 2
1+|x|2
∑n
i=1 x
i · ωi
Si on note u := 2
1+|x|2
on a
dRg = −u ·
n∑
i=1
xiωi
et donc
dωi = dRg ∧ dxi = −u
n∑
j=1
xjωj ∧ dxi (18)
C’est l’identite´ (18) qui est la cle´ de notre re´sultat. On pourra la penser comme exprimant une
sorte de stabilite´ des ωi par diffe´rentiation exte´rieure.
3.4 Une ine´galite´ locale
Etablissons d’abord les notations. Pour des suites d’indices I = (i1, . . . , ik), J = (j1, . . . , jn−k) ⊂
{1, . . . , n} on note ωI := ωi1 ∧ . . . ∧ ωik et dxJ := dxj1 ∧ . . . ∧ dxjn−k . Tous les indices sont des
entiers compris entre 1 et n.
Proposition 3. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert connexe borne´ et f : Ω −→ R une fonction telle que la
matrice Hg +Rg · Id soit non-de´ge´ne´re´e sur Ω, ou` g et Rg sont de´finies par (16) et (17) avec ρ
e´gal a` 1. Soient I, J deux suites d’indices avec |I| = k, |J | = n−k. Pour tout compact K ⊂ Ω il
existe une constante Ck(K,Ω) inde´pendante de f telle que, pour toute fonction ψ ∈ C∞(Ω) avec
supp(ψ) ⊆ K, on ait :
|
∫
Ω
ψ ωI ∧ dxJ | ≤ Ck(K,Ω) · vol(Ω) · sup
K
|ψ| · sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k
De plus, Ck(K,Ω) est proportionnelle par une constante inde´pendante de K et Ω a` (
(1+r)2
δ
)k,
ou` 2δ = dist(K,∂Ω) et Ω ⊂ {|x| ≤ r}.
De´monstration : Donnons d’abord deux majorations pour |Rg| et |∇g|.
Puisque ρ = 1 on a Rg =
1−|x|2
1+|x|2 · f − ∇f · x. Si Ω ⊂ B(0, r) = {x ∈ Rn : |x| ≤ r} alors on
trouve
|Rg| ≤ |f |+ r|∇f | ≤ (1 + r) · (|f |+ |∇f |)
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De meˆme, on a ∇g = f · x+ 1+|x|22 · ∇f et si Ω ⊂ B(0, r) alors
|∇g| ≤ r|f |+ 1 + r
2
2
|∇f | ≤ (1 + r)
2
2
· (|f |+ |∇f |)
I) Traitons d’abord le cas ou` Hg+Rg ·Id est de´finie positive sur Ω. On proce`de par re´currence
sur k. Le premier pas de re´currence est k = 1. On supposera J = (2, . . . , n) puisque les autres
cas lui sont syme´triques. Deux situations se pre´sentent : I ∩ J = ∅ et I ∩ J 6= ∅. Les calculs
suivent une ide´e de Rauch et Taylor [RT] reprise dans Aubin [Au].
– a) I ∩ J = ∅ : on a successivement
|
∫
Ω
ψ ω1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn| = |
∫
Ω
ψ (∂11g +Rg) dx
1 ∧ . . . ∧ dxn|
≤ sup
K
|ψ|
∫
K
|(∂11g +Rg)| dx1 ∧ . . . ∧ dxn
= sup
K
|ψ|
∫
K
(∂11g +Rg) dx
1 ∧ . . . ∧ dxn
La dernie`re e´galite´ fait usage de la positivite´ de la matrice Hg +Rg · Id.
Soit maintenant γ une fonction a` support compact dans C∞(Ω) telle que γ|K ≡ 1 et
0 ≤ γ ≤ 1. On peut la choisir telle que |∇γ| ≤ 1/δ. Alors∫
K
(∂11g +Rg) dx ≤
∫
Ω
γ (∂11g +Rg) dx
∫
Ω
γ∂11g dx = −
∫
Ω
∂1γ·∂1g dx ≤ vol(Ω)·sup
Ω
|∂1γ|·sup
Ω
|∂1g| ≤ 1
δ
·vol(Ω)·(1 + r)
2
2
sup
Ω
(|f |+|∇f |)
∫
Ω
γRg dx ≤ vol(Ω) · (1 + r) · sup
Ω
(|f |+ |∇f |)
ce qui donne
|
∫
Ω
ψ ω1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn| ≤ C(r, 1
δ
) · vol(Ω) · sup
Ω
|ψ| · sup
Ω
(|f |+ |∇f |)
– b) I ∩ J 6= ∅ : soit i ∈ [2, n].
|
∫
Ω
ψ ωi ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn| = |
∫
Ω
ψ ∂1ig dx
1 ∧ . . . ∧ dxn|
≤ sup
K
|ψ|
∫
K
|∂1ig| dx1 ∧ . . . ∧ dxn
≤ 1
2
sup
K
|ψ|
∫
K
((∂11g +Rg) + (∂iig +Rg)) dx
1 ∧ . . . ∧ dxn
≤ C(r, 1
δ
) · vol(Ω) · sup
Ω
|ψ| · sup
Ω
(|f |+ |∇f |)
14
La dernie`re ine´galite´ est une conse´quence imme´diate du point a), tandis que le fait crucial
|∂1ig| ≤ 1
2
((∂11g +Rg) + (∂iig +Rg))
de´coule de la positivite´ de la matrice Hg + Rg · Id. Cette dernie`re ine´galite´ reste valable pour
des mineurs d’ordre quelconque d’une matrice de´finie positive. Conside´rons deux suites d’indices
I = (i1, . . . , ik), J = (j1, . . . , jn−k) ⊂ {1, . . . , n}. On note
∼
J la suite comple´mentaire de J . Pour
une matrice M = (mij) ∈ Mn(R) on note M [I,
∼
J ] la matrice carre´e construite sur les lignes I
et les colonnes
∼
J de M et M
I,
∼
J
son de´terminant (par exemple, pour k = 1 on a Mij = mij).
Si M est de´finie positive alors
∀ i, j ∈ 1, n : |Mij | ≤ 1
2
(Mii +Mjj)
puisque M{i,j},{i,j} ≥ 0. De plus, une fois l’orientation fixe´e sur Rn (repre´sente´e - par exemple -
par la base canonique (e1, . . . , en)), M de´termine naturellement un endomorphisme de´fini positif
sur Λk(Rn) muni de la me´trique induite par Rn. Sa matrice dans la base ei1 ∧ . . .∧ eik a comme
entre´es justement les M
I,
∼
J
. On trouve donc l’ine´galite´
∀ I, J, |I| = k, |J | = n− k : |M
I,
∼
J
| ≤ 1
2
(MI,I +M∼
J,
∼
J
)
On suppose maintenant l’ine´galite´ vraie pour k − 1 et on la prouve pour k. Les hypothe`ses
sont supp ψ ⊆ K, |I| = k, |J | = n− k. On note M := Hg +Rg · Id. Alors
|
∫
Ω
ψ ωI ∧ dxJ | = |
∫
Ω
ψ M
I,
∼
J
dx1 ∧ . . . ∧ dxn|
≤ sup
K
|ψ|
∫
K
|M
I,
∼
J
| dx1 ∧ . . . ∧ dxn
≤ 1
2
sup
K
|ψ|
∫
K
(MI,I +M∼
J,
∼
J
) dx1 ∧ . . . ∧ dxn
=
1
2
sup
K
|ψ|(
∫
K
ωI ∧ dx
∼
I +
∫
K
ω∼
J
∧ dxJ )
Il suffit donc de trouver les estimations pour J =
∼
I . Comme avant, soit γ une fonction a`
support compact dans C∞(Ω) telle que γ|K ≡ 1, 0 ≤ γ ≤ 1 et dist(supp γ, ∂Ω) ≥ δ/2. On peut
la choisir telle que |∇γ| ≤ 1/δ. Alors
∫
K
ωI ∧ dx
∼
I ≤
∫
Ω
γ ωI ∧ dx
∼
I
=
∫
Ω
γ d(∂i1g) ∧ ωI−{i1} ∧ dx
∼
I +
∫
Ω
γ Rg dx
i1 ∧ ωI−{i1} ∧ dx
∼
I
Par l’hypothe`se de re´currence on a∫
Ω
γ Rg dx
i1 ∧ ωI−{i1} ∧ dx
∼
I ≤ Ck−1(r, 4
δ
) · sup
Ω
|γ ·Rg| · vol(Ω) · sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k−1
≤ (1 + r) · 4k−1 · Ck−1(r, 1
δ
) · vol(Ω) · sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k
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Apre`s une inte´gration par parties on obtient aussi∫
Ω
γ d(∂i1g) ∧ ωI−{i1} ∧ dx
∼
I
= −
∫
Ω
∂i1g dγ ∧ ωI−{i1} ∧ dx
∼
I −
k∑
l=2
∫
Ω
γ ∂i1g ωi2 ∧ . . . ∧ dRg ∧ dxil ∧ . . . ∧ ωik ∧ dx
∼
I
= −
∫
Ω
∂i1g (∂sγ dx
s) ∧ ωI−{i1} ∧ dx
∼
I +
k∑
l=2
∫
Ω
γ ∂i1g
2
1 + |x|2 ωi2 . . . (x
s ωs) ∧ dxil . . . ωik ∧ dx
∼
I
≤ nCk−1(r, 4
δ
)
(1 + r)2
2
sup
Ω
(|f |+ |∇f |) 1
δ
vol(Ω) sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k−1
+(k − 1)Ck−1(r, 4
δ
)
(1 + r)2
2
sup
Ω
(|f |+ |∇f |) vol(Ω) sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k−1
≤ (n + k − 1) (1 + r)
2
2
1
δ
4k−1 Ck−1(r,
1
δ
) volRn(Ω) sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k
Cela donne l’estimation finale∫
K
ωI ∧ dx
∼
I ≤ ((n+ k − 1) (1 + r)
2
2
+ 1 + r) 4k−1
1
δ
Ck−1(r,
1
δ
) vol(Ω) sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k
ou bien
|
∫
K
ψ ωI ∧ dx
∼
I | ≤ Ck(r, 1
δ
) sup
Ω
|ψ| vol(Ω) sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k
avec la constante e´quivalente a` (1
δ
)k et r2k
Ck(r,
1
δ
) = ((n+ k − 1) (1 + r)
2
2
+ 1 + r) 4k−1
1
δ
Ck−1(r,
1
δ
)
Cela ache`ve la de´monstration du cas de´fini positif.
II) On traite maintenant le cas d’une signature arbitraire.
Fait simple et fondamental : Soit Ω un ouvert connexe et M(x) une famille de matrices
syme´triques de´pendant continuˆment du parame`tre x ∈ Ω. On a l’e´quivalence :
i) M(x) est de´finie positive pour tout x ∈ Ω
ii) Pour tout x ∈ Ω on a detM(x) 6= 0 et il existe un x0 ∈ Ω tel que M(x0) est de´finie
positive.
Appliquons cela dans notre cas : choisissons un point x0 ∈ Ω. Il existe une matrice diagonale
A = diag(ǫ1, . . . , ǫn) telle que ǫi = ±1 et A · (Hg + Rg · Id)|x0 > 0. Vu que Hg + Rg · Id est
non-de´ge´ne´re´e sur Ω on de´duit par le fait pre´ce´dent que A · (Hg +Rg · Id) > 0 sur Ω.
Multiplier par A signifie multiplier certaines lignes de Hg +Rg · Id par ±1. Vu que tous les
de´terminants ont e´te´ exprime´s par les formes ωi qui correspondent aux lignes de Hg+Rg ·Id, cela
revient a` multiplier certaines des formes ωi par ±1. Le cas de´fini positif nous donne l’ine´galite´
|
∫
Ω
ψ
∼
ωI ∧dxJ | ≤ Ck(K,Ω) · vol(Ω) · sup
K
|ψ| · sup
Ω
(|f |+ |∇f |)k
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ou`
∼
ωI=
∼
ωi1 ∧ . . .∧
∼
ωik et
∼
ωi= ǫi · ωi = ±ωi. Mais on a de fac¸on e´vidente∫
Ω
ψ ωI ∧ dxJ = ±
∫
Ω
ψ
∼
ωI ∧dxJ
ce qui donne l’ine´galite´ de´sire´e pour une signature quelconque et ache`ve la de´monstration.

La proposition pre´ce´dente a e´te´ de´montre´e en vue du
Corollaire 1. Avec les notations de la proposition 3, si Hg + Rg · Id est non-de´ge´ne´re´e sur
l’ouvert borne´ Ω ⊂ {|x| ≤ r} alors pour tout compact K ⊆ Ω il existe une constante C(K,Ω)
telle que ∫
K
ω1 ∧ . . . ∧ ωn ≤ C(K,Ω) · vol(Ω) · sup
Ω
(|f |+ |∇f |)n
Cette constante est proportionnelle a` ( (1+r)
2
δ
)n, ou` δ = dist(K,∂Ω)
Dans l’ine´galite´ ci-dessus, le terme de gauche repre´sente le volume d’un compact de M sur
lequel l’application de Gauss est non-de´ge´ne´re´e et injective, tandis que le membre de droite
repre´sente le volume d’un e´paississement par δ de son image dans Rn par la compose´e de la
projection ste´re´ographique avec l’application de Gauss. Si r ≤ 1, la distance euclidienne est
comparable a` la distance mesure´e sur Sn et on en de´duit le
Corollaire 2. Soit ϕ :M −→ En+1 une immersion isome´trique d’hypersurface dont l’image est
contenue dans la boule Bn+1(0, R). Soit U ⊂M un ouvert sur lequel l’application de Gauss est
non-de´ge´ne´re´e, injective et d’image contenue dans une demi-sphe`re. Il existe une constante Cn
inde´pendante de U et de M telle que, si K ⊂ U est un compact, on a
vol (K) ≤ CnRn 1(
d Sn(K, ∂U)
)n T (U) (19)
Ici dSn(K, ∂U) repre´sente la distance entre K et ∂U mesure´e sur S
n via l’application de Gauss,
c’est-a`-dire
dSn(K,∂U)
de´f.
= distSn
(
Gauss(K), Gauss(∂U)
)
= min
x∈K
distSn
(
Gauss(x), Gauss(∂U)
)
(20)
3.5 Globalisation
Dans ce qui suit nous expliquons comment on peut e´liminer les deux dernie`res hypothe`ses
sur l’application de Gauss dans le corollaire 2. L’application de Gauss sera note´e G ou Gauss et
la courbure totale T (U) d’un domaine U sera parfois note´e vol(GaussU ). Donnons d’abord la
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De´finition 1. Soit U ⊂ M un ouvert sur lequel l’application de Gauss est non-de´ge´ne´re´e et
K ⊂ U un compact. La distance sphe´rique locale entre K et ∂U est de´finie comme
d¯ Sn(K, ∂U)
de´f.
= min
x∈K
sup
U ⊇ U ∋ x
Gauss(U) ⊂ demi-sphe`re
Gauss|U injective
d Sn
(
x, ∂U) (21)
= min
x∈K
sup
U ⊇ U ∋ x
Gauss(U) ⊂ demi-sphe`re
d Sn
(
x, ∂U)
Les deux quantite´s de´finies ci-dessus sont e´gales en vues de la non-de´ge´ne´rescence de Gauss sur
U . Pour montrer l’e´galite´ il suffit de voir que, pour x ∈ K fixe´ et U satisfaisant x ∈ U ⊂ U
et Gauss(U) ⊂ demi-sphe`re, il existe un x ∈ U ′ ⊂ U sur lequel Gauss est injective et tel que
dSn(x, ∂U) = dSn(x, ∂U ′). Or, par de´finition de dSn(x, ∂U), l’application G|U est propre au
dessus de la boule ouverte BSn
(
G(x), dSn(x, ∂U)
)
. Comme c’est aussi un diffe´omorphisme local
on de´duit que c’est un reveˆtement. L’ouvert U ′ cherche´ sera la feuille qui contient x.
The´ore`me 2. Soit ϕ : M −→ En+1 une immersion isome´trique d’hypersurface dont l’image est
contenue dans la boule Bn+1(0, R). Soit U ⊂M un ouvert sur lequel l’application de Gauss est
non-de´ge´ne´re´e. Il existe une constante C¯n inde´pendante de U et de M telle que, si K ⊂ U est
un compact, on a
vol (K) ≤ C¯nRn 1(
d¯ Sn(K, ∂U)
)n vol (GaussU ) (22)
Ici vol (GaussU ) repre`sente le volume recouvert sur S
n par l’application de Gauss restreinte a`
U compte´ avec multiplicite´s.
Avant de prouver le the´ore`me nous donnons quelques proprie´te´s de la distance d¯ Sn(K, ∂U).
i. si l’application de Gauss est non seulement non-de´ge´ne´re´e sur U , mais aussi injective et
d’image contenue dans une demi-sphe`re (i.e. sous les hypothe`ses du corollaire 2), on a
d¯ Sn(K, ∂U) = d Sn(K, ∂U) ;
ii. on a toujours d¯ Sn(K, ∂U) > 0 et
d Sn(K, ∂U) ≤ d¯ Sn(K, ∂U) ≤ π
2
Il se peut toutefois que d Sn(K, ∂U) soit nulle si on n’impose pas l’injectivite´ de G sur U ,
a` savoir lorsque l’image de ∂U recoupe l’image de K.
iii.
d¯ Sn
(
K, ∂U
)
= d¯ Sn
(
∂K, ∂U
)
18
iv. de´finissons une semidistance sur M par
dSn(x, y)
de´f.
= distSn
(
Gauss(x), Gauss(y)
)
Cette semi-distance est non-de´ge´ne´re´e sur un ouvert U si et seulement si l’application de
Gauss est injective sur U . La notation dSn est justifie´e par l’identite´
dSn
(
K, ∂U
)
= min
x∈K, y∈∂U
dSn(x, y)
Pour une application de Gauss non-injective les boules
BdSn (x, r) =
{
y ∈M : dSn(x, y) < r
}
, r > 0
sont en ge´ne´ral disconnexes. De´finissons la boule connexe de rayon r centre´e en x comme
B˜dSn (x, r)
de´f.
= la composante connexe de x dans BdSn (x, r), r > 0
avec la convention B˜dSn (x, 0) = {x}. De´finissons aussi le rayon sphe´rique d’injectivite´ de
l’application de Gauss en x comme
Rx
de´f.
= sup
{
r : dSn non-de´ge´ne´re´e sur B˜dSn (x, r)
}
Si l’application de Gauss est non-de´ge´ne´re´e en x alors Rx > 0 par injectivite´ locale. Le
lemme qui suit sera fondamental dans la preuve du the´ore`me 2.
Lemme 1. Soit U un ouvert sur lequel l’application de Gauss est non-de´ge´ne´re´e et K ⊂ U un
compact. Pour tout x ∈ K on a Rx ≥ d¯Sn
(
K, ∂U
)
.
De´monstration du lemme : L’e´nonce´ du lemme est en fait une reformulation ge´ome´trique des
de´finitions. Soit x ∈ K. Il suffit de montrer
Rx ≥ sup
U ⊇ U ∋ x
Gauss|U injective
d Sn
(
x, ∂U)
Soit U tel que Gauss|U injective. Alors, par de´finition, B˜dSn
(
x, dSn(x, ∂U)
) ⊆ U et donc Rx ≥
dSn(x, ∂U), ce qui ache`ve la preuve.

De ce fait on peut regarder la quantite´ d¯Sn
(
K, ∂U
)
comme fournissant une borne infe´rieure
uniforme sur K pour les rayons d’injectivite´ de l’application de Gauss.
De´monstration du the´ore`me 2 : Il suffit de faire la de´monstration pour R = 1. Nous allons fournir
un argument de recollement. Il est possible de sous-diviserK en compacts K ′ et de choisir autour
de chaque K ′ un ouvert U ′ ⊂ U satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
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- la restriction de l’application de Gauss a` chaque U ′ est injective et d’image contenue dans
une demi-sphe`re ;
- d Sn(K
′, ∂U ′) ≥ 1
C
d¯ Sn(K, ∂U), avec C une constante universelle inde´pendante de la di-
mension ;
- une intersection non-vide d’ouverts U ′ compte au plus Dn e´le´ments, avec Dn une constante
de´pendant uniquement de la dimension.
Une fois une telle sous-division de K construite, on applique le corrolaire 2 pour chaque
couple (K ′, U ′) et on trouve :
vol(K) =
∑
vol(K ′) ≤ Cn
∑ 1(
d Sn(K ′, ∂U ′)
)nvol(GaussU ′)
≤ Cn C
n(
d¯ Sn(K, ∂U)
)n ∑ vol(GaussU ′)
≤ DnCn C
n(
d¯ Sn(K, ∂U)
)nvol(GaussU )
= C¯n
1(
d¯ Sn(K, ∂U)
)nvol(GaussU )
avec C¯n = C
nDnCn.
Remarquons d’abord qu’il suffit de faire la de´monstration dans le cas ou` Gauss est non-
de´ge´ne´re´e sur U : on pourra ensuite conside´rer une exhaustion de U par des ouverts relativements
compacts contenant K. Par continuite´ de la distance d¯ Sn l’ine´galite´ pour U lui-meˆme s’ensuivra.
On travaillera par la suite sous cette hypothe`se.
La construction de la sous-division {(K ′, U ′)} se fait en deux e´tapes :
Etape 1 : re´duction au cas ou` Gauss(U) est contenu dans une demi-sphe`re. Fixons une
triangulation {Ti} de la sphe`re Sn telle que chaque simplexe soit contenu dans une boule de
rayon 3π8 . Pour chaque Ti conside´rons le voisinage Vi = {p ∈ Sn : distSn(p, Ti) < π8 }. Tout Vi
sera contenu dans une demi-sphe`re et chaque Vi intersectera au plus cn autres Vj , avec cn une
constante qui de´pend de la triangulation. La constante cn sera de´sormais fixe´e, et il est facile
d’obtenir des estimations sur cn en fonction de n en construisant une triangulation explicite.
On construit maintenant une division de K et U en prenant des pre´images par Gauss.
Soient U li les composantes connexes de G
−1(Vi)∩U . Puisque G est un diffe´omorphisme local au
voisinage de U , celles-ci co¨ıncident avec les inte´rieurs des composantes connexes de G−1(Vi)∩U ,
et ces dernie`res sont en nombre fini par compacite´ de U . Donc les U li sont en nombre fini.
Soient K li = G
−1(Ti) ∩K ∩ U li . Les K li ne sont pas ne´cessairement connexes, mais ils sont
d’inte´rieurs disjoints et on a ⋃
l
K li = G
−1(Ti) ∩K
Ainsi {(K li , U li )}i,l forme une sous-division de (K,U) et G(U li ) est inclus dans une demi-sphe`re
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par construction. De plus
d¯Sn(K
l
i , ∂U
l
i ) = min{d¯Sn(K li , ∂U),
π
8
} ≥ 1
4
d¯Sn(K, ∂U)
et le nombre de U li qui s’intersectent a` la fois est borne´ par cn.
Il suffira ainsi de trouver pour chaque couple (K li , U
l
i ) une sous-division avec les proprie´te´s
de´sire´es. Si les constantes qui apparaˆıtront sont note´es C ′ et D′n, alors la construction aura e´te´
faite dans le cas ge´ne´ral avec C = 4C ′, Dn = cn ·D′n.
Remarque : Pour minimiser la constante finale il faudra trouver un bon rapport entre le cn
et la largeur de l’e´paisissement Vi de chaque Ti. La constante finale sera meilleure avec un cn
petit et un e´paisissement large. Or ces deux demandes sont antagoniques et le produit des deux
quantite´s est minimise´ par un certain choix de triangulation. Dans notre cas, on ne s’inte´resse
pas a` la meilleure constante et on cherche juste une information qualitative.
Etape 2 : on suppose de´sormais que Gauss(U) est inclus dans une demi-sphe`re. Soit
δ =
1
15
d¯Sn(K, ∂U)
Le lemme 1 assure que Gauss est injective sur B˜(x, 15δ)
not.
= B˜dSn (x, 15δ) pour tout x ∈ K.
Soit
(
B˜(xi, 3δ)
)
i=1,N
un recouvrement fini minimal de K par des boules de rayon 3δ centre´es
en des points de K. On pose
Bi = B˜(xi, 3δ), Ui = B˜(xi, 4δ), i = 1, N
K1 = cl
(
B˜(x1, 3δ) ∩K
)
Ki = cl
(
B˜(xi, 3δ) ∩
(
K \
i−1⋃
j=1
Kj
))
, i = 2, . . . , N
ou` “cl” de´signe l’adhe´rence d’un ensemble. Alors {(Ki, Ui)} est un de´coupage de (K, U) et nous
affirmons qu’il ve´rifie les conditions de´sire´es.
Par construction et hypothe`se l’application de Gauss est injective et d’image contenue dans
une demi-sphe`re sur chaque Ui. De plus,
dSn(Ki, ∂Ui) ≥ δ = 1
15
d¯Sn(K, ∂U)
Il ne reste plus qu’a` estimer le nombre de Ui qui peuvent s’intersecter a` la fois. On utilise le
Lemme 2. Soit x ∈ Sn, r < π2 et C ⊂ BSn(x, r) un ferme´. Il existe un recouvrement de C par
au plus 2n boules de rayon r centre´es en des points de C.
Preuve du lemme 2 : Soit bn le cardinal d’une triangulation de S
n−1 = ∂BSn(x,
π
2 ) par des
simplexes de diame`tre plus petit que π2 . Pour tout r <
π
2 il existe alors une triangulation de
∂BSn(x, r) avec bn simplexes de diame`tre plus petit que r. Les pre´images des simplexes par
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projection radiale dans BSn(x, r) \ {x} de´terminent avec x une de´composition {S} de BSn(x, r)
en bn sous-ensembles de diame`tre plus petit que r. Si C intersecte un S, alors la boule de rayon
r centre´e en un point quelconque de C ∩ S contient S et en particulier C ∩ S. On prend une
telle boule pour chaque S qui intersecte C pour obtenir un recouvrement de C avec au plus bn
boules. A titre d’exemple, on peut prendre b1 = 2, b2 = 4. On prouve alors par re´curence que
bn = 2
n convient.

Suite de la preuve du the´ore`me 2 : Deux boules Ui = B˜(xi, 4δ) et Uj = B˜(xj , 4δ) peuvent
s’intersecter uniquement si xj ∈ cl B˜(xi, 8δ). Soit e(n, δ, xi) le nombre minimal de boules de
rayon 3δ avec centres dans B˜(xi, 11δ) ne´cessaires pour recouvrir cl
(
B˜(xi, 11δ)\B˜(xi, 4δ)
)
. Alors
Ui peut intersecter au plus 2
n · e(n, δ, xi) parmi les Uj . Dans le cas contraire, avec le Lemme 2 on
remplacerait les Bj correspondants par au plus 2
n · e(n, δ, xi) boules de rayon 3δ centre´es en des
points de K, sans toutefois diminuer la partie de K qu’elles recouvrent. Mais ceci contredirait
la minimalite´ du recouvrement initial.
La quantite´ e(n, δ, xi) ne de´pend pas de xi car le raisonnement est fait en pratique sur la
sphe`re Sn. De plus, on a
e(n, δ, xi) = e(n, δ) ≤ eRn(n, δ) = e(n)
ou` eRn(n, δ) de´signe la quantite´ analogue a` e(n, δ) dans l’espace euclidien. Un argument sim-
ple d’homote´tie montre que eRn(n, δ) ne de´pend pas de δ, et elle a e´te´ note´e plus haut par
e(n). L’ine´galite´ e(n, δ) ≤ eRn(n, δ) est assure´e par le fait que l’application exponentielle est
contractante sur un espace a` courbure positive : tout recouvrement sur Rn de´terminera par
l’exponentielle un recouvrement du meˆme cardinal sur la sphe`re.
L’existence du de´coupage est donc prouve´e sous l’hypothe`se que l’image de l’application de
Gauss est contenue dans une demi-sphe`re avec les constantes C ′ = 15 et D′n = 2
n · e(n). Son
existence dans le cas ge´ne´ral est prouve´e avec C = 60 et Dn = cn · 2n · e(n). Ceci ache`ve la
de´monstration. 
Corollaire 3. Soit Z ⊂M le lieu des points de courbure de Gauss nulle. Il existe une constante
Cn inde´pendante de M telle que, pour tout compact K ⊂M qui n’intersecte pas Z on a
vol(K) ≤ C¯n 1(
d¯ Sn(K, Z)
)n vol (GaussM ) (23)
Remarques. 1) Le compact K du corollaire 3 peut eˆtre disconnexe.
2)Il est inte´ressant de remarquer le cas Z = ∅. Ceci correspond a` une courbure de Gauss
partout positive, donc a` une hypersurface convexe (respectivement a` une courbe localement
convexe dans le cas n = 1). Dans cette situation, le terme de (23) impliquant d¯ est absorbe´
dans C¯n et nous retrouvons l’ine´galite´ d’Archime`de (section 2.3) avec une constante plus faible
et sans ambition de caracte´riser le cas d’e´galite´.
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3) La conclusion de la pre´sente e´tude est le fait que le lieu Z des points de courbure nulle
joue un roˆle essentiel dans la comparaison des volumes de M et de son application de Gauss.
L’ine´galite´ (23) a un caracte`re asymptotique : plus on voudra attraper dans le compact K un
volume proche de celui de M , plus la distance d¯ Sn(K,Z) devient petite et l’estimation grossie`re.
L’ine´galite´ est efficace sur des hypersurfaces enroule´es sur elles meˆmes (Figure 1b), mais elle
de´meure tre`s grossie`re pour des hypersurfaces posse´dant de grandes re´gions plates ou ayant un
lieu Z trop riche (Figure 1a).
(b)(a)
courbure nulle
Fig. 1: Hypersurfaces avec beaucoup/peu de points de faible courbure
3.6 Techniques globales pour raffiner l’ine´galite´ locale
Reprenons les notations de la section 3.1 : U ⊂ M est un domaine sur lequel l’application
de Gauss est injective et e´vite au moins un point de Sn, V ⊂ Sn, Ω ⊂ Rn et φ˜ est de´finie par
ϕ ◦ φ˜ = φ.
U
Gauss
++
kk
φ˜
V
proj.ste´re´o.
++
kk Ω
Ecrivons la formule (11 ) sur un compact arbitraire a` bord lisse K ⊂M :
vol(K) =
1
n
∫
K
pHdV +
∫
∂K
β1 (24)
avec
β1 =
(−1)n−1
n !
(ϕ, ν, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−1
)
et
H = courbure moyenne sur M
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Nous allons estimer les termes intervenant dans (24) par les techniques de´ja` vues dans 3.4, sous
l’hypothe`se ϕ(M) ⊂ Bn+1(0, R) ⊂ En+1. De fac¸on e´vidente on a∫
∂K
β1 ≤ R
n
vol(∂K)
Ceci de´coule de
|β1| ≤ 1
n
dvol∂K
En effet, soit (f1, . . . , fn−1) un repe`re local orthonorme´ sur ∂K. On a
|β1(f1, . . . , fn−1) | = 1
n
∣∣ det (ϕ, ν, ϕ∗(f1), . . . , ϕ∗(fn−1))∣∣ ≤ 1
n
|ϕ| ≤ R
n
puisque ϕ est une isome´trie et ϕ(M) est contenue dans la boule de rayon R.
Soit maintenant U ⊃ K un ouvert sur lequel l’application de Gauss est non-de´ge´ne´re´e et
injective, avec ∂U lisse. Nous pouvons alors exprimer les inte´grales sur U comme des inte´grales
sur V = Gauss(U) et en de´duire des majorations sur
∫
K
pHdV en utilisant les techniques de la
section 3.4. Mettons
α1
de´f.
= pHdV
=
(−1)n
(n− 1)! (ϕ, dν, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−1
)
Evaluons φ˜∗α1 sur un repe`re local orthonorme´ (e1, . . . , en) de S
n, qu’on peut choisir comme
e´tant constitue´ de directions de courbure de M , c’est-a`-dire φ∗ei = λiei, avec λi =
1
ki
et ki
courbure principale de M .
φ˜∗α1(e1, . . . , en)|θ
=
(−1)n
(n − 1)! (ϕ, dν, dϕ, . . . , dϕ︸ ︷︷ ︸
n−1
)(φ˜∗e1, . . . , φ˜∗en)
= (−1)n
∑
i1<···<in−1
det
(
f(θ)θ +∇f(θ), e1, . . . , en
)
λi1 . . . λin−1
= (−1)nf(θ)
∑
i1<···<in−1
λi1 . . . λin−1
On a utilise´ ν ◦ φ˜ ≡ Id, ϕ ◦ φ˜ ≡ φ. La fonction f est de´finie par p ◦ φ˜ = f . Dans la somme
ci-dessus apparaissent des mineurs de φ∗ (dans la base (e1, . . . , en)) d’ordre exactement n − 1.
Ceci fait qu’ils sont controˆlables par R
n−1
dSn(K, ∂U)n−1
. Comme |f | ≤ R on obtient∣∣∣∣
∫
K
pHdV
∣∣∣∣ ≤ Cn RndSn(K, ∂U)n−1 T (U)
L’estimation pre´ce´dente est valable sous des hypothe`ses d’injectivite´ et de bornitude sur
l’application de Gauss qui sont superflues. La technique de globalisation de la section 3.5 fournit
le re´sultat suivant :
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The´ore`me 3. Soit ϕ : Mn −→ En+1, n ≥ 2 une immersion isome´trique d’image contenue dans
la boule Bn+1(0, R). Soit U ⊂M un ouvert sur lequel l’application de Gauss est non-de´ge´ne´re´e.
Il existe une constante C¯n inde´pendante de U et de M telle que, si K ⊂ U est un compact, on
a
vol(K) ≤ C¯n R
n
d¯Sn(K, ∂U)n−1
T (U) +
R
n
vol(∂K) (25)
La descente de l’exposant de n a` n− 1 s’appuie sur la formule inte´grale de Minkowski (11 ).
On pourrait penser que la formule plus ge´ne´rale (13) permettrait une descente a` n−2. Pourtant
ce n’est pas le cas, car des termes de bord supple´mentaires apparaitront et ils ne peuvent pas
eˆtre controˆle´s de manie`re raisonnable sauf en dimension deux. Dans ce dernier cas, (13) fournit
vol(K) =
∫
K
(
p2 − 1
2
q2
)KdS + ∫
∂K
β1 +
∫
∂K
β2
avec
β1 = −1
2
(ϕ, ν, dϕ),
β2 = −1
2
p(ϕ, ν, dν),
et
K = courbure de Gauss sur M
Les ine´galite´s ∣∣ ∫
∂K
β1
∣∣ ≤ R
2
Long(∂K)
et ∣∣ ∫
K
(
p2 − 1
2
q2
)KdS∣∣ ≤ R2T (K)
ont de´ja` e´te´ prouve´es. Par un calcul similaire a` celui exprimant l’image inverse de β1 on obtient
df ∧ φ˜∗p(ϕ, ν, dν) = f |df |2dvolSn
c’est-a`-dire
φ˜∗β2 = −1
2
f ∗ df
Or df est borne´e par la condition ϕ(M) ⊂ B(0, R), ce qui assure que ∗df est aussi borne´e par
RdvolGauss(∂K) a` une constante multiplicative pre`s. Comme f est elle-meˆme borne´e par R, on
de´duit l’existence d’un C > 0 tel que
∣∣ ∫
∂K
β2
∣∣ ≤ CR2 · Long(Gauss∂K)
Il faut remarquer que nous ne supposons pas Gauss comme e´tant non-de´ge´ne´re´e sur K. Nous
en de´duisons la
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Proposition 4. (n = 2) Soit ϕ :M2 −→ R3 une immersion isome´trique de surface dont l’image
est contenue dans la boule de rayon R. Soit U ⊂M un ouvert a` bord lisse. Il existe une constante
C telle que
Aire(U) ≤ R2
(
T (U) + C Long(Gauss∂U ) +
1
2R
Long(∂U)
)
(26)
Remarque : L’ine´galite´ (26) peut eˆtre vue comme une ine´galite´ de type isope´rime´trique : une
correction impliquant la fac¸on dont M est plie´e est ne´cessaire afin de pouvoir borner l’aire d’un
domaine par la longueur de son bord. Par exemple, tout comme on s’y attend, sur un domaine
(presque) plat, l’ine´galite´ isope´rime´trique est (pratiquement) ve´rifie´e.
Le caracte`re isope´rime´trique est pre´sent aussi en dimension supe´rieure, dans l’ine´galite´ (25),
cette fois-ci en sens inverse : une correction par le volume du bord est ne´cessaire afin de pouvoir
borner de fac¸on optimale le volume d’un domaine par le volume recouvert sur Sn par son appli-
cation de Gauss (l’optimalite´ est entendue au sens de la puissance a` laquelle apparait d¯Sn(K,∂U)
au de´nominateur).
4 Optimalite´ des ine´galite´s
Nous discutons l’optimalite´ des diffe´rentes ine´galite´s que nous avons obtenues. Pour alle´ger
les notations on supposera de´sormais que l’image de l’immersion est contenue dans la boule
unite´ de En+1.
4.1 Ne´cessite´ de conside´rer un e´paisissement dans (19) :
vol (K) ≤ Cn 1(
d Sn(K, ∂U)
)n vol (GaussU )
Le membre de droite est optimal au sens ou` on ne peut remplacer GaussU par GaussK . Sous
les hypothe`ses du corollaire 2 une ine´galite´ du type
vol (K) ≤ Cn 1
dn
vol (GaussK) (27)
ne peut eˆtre vraie pour toute hypersurface M et toute paire (U, K) telle que dSn(K, ∂U) ≥ d
fixe´, comme le montre l’exemple suivant.
Pour plus d’aisance dans l’e´criture, on fait la construction en dimension 1. On conside`re la
famille d’ellipses
Eǫ =
{
(x, y) : x2 +
y2
ǫ2
= 1
} ⊂ B(0, 1)
On fixe π2 > d > 0. On choisit Uǫ = {(x, y) ∈ Eǫ : y > 0} la demi-ellipse supe´rieure et
Kǫ = {(x, y) ∈ Uǫ : |x| ≤ r}, avec 0 < r < 1 fixe´. Pour ǫ suffisamment petit on a effectivement
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dS1(Kǫ, Uǫ) ≥ d, mais Long(Kǫ) −−→
ǫ→0
2r, tandis que Long(GaussKǫ) −−→
ǫ→0
0. Ceci montre qu’une
ine´galite´ du type (27) ne peut eˆtre ve´rifie´e. La meˆme construction fonctionne en dimension
supe´rieure en conside´rant la famille d’ellipso¨ıdes
Eǫ =
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : x21 + · · ·+ x2n +
x2n+1
ǫ2
= 1
} ⊂ B(0, 1)
ainsi que
Uǫ =
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Eǫ : xn+1 > 0
}
, Kǫ =
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Uǫ :
n∑
i=1
x2i ≤ r2
}
4.2 Optimalite´ de l’ine´galite´ (26)
Les trois termes Aire(GaussU ), Long(Gauss∂U ) et Long(∂U) constituant la partie droite de
l’ine´galite´ sont inde´pendants, dans le sens qu’aucun d’entre eux ne peut eˆtre borne´ par les deux
autres. Dans la figure 2 nous donnons trois exemples de bouts de surfaces a` bord dans lesquels
deux des trois termes sont ne´gligeables par rapport au troisie`me. Les termes ne´gligeables sont,
respectivement : Aire(GaussU ) et Long(Gauss∂U ) pour (1) ; Long(∂U) et Long(Gauss∂U ) pour
(2) ; Aire(GaussU ) et Long(∂U) pour (3).
surface tres plate
bord tres long
surface tres
arrondie
bord tres petit
(1)
(2)
(3)
bord tres petit
surface
tres plate
Fig. 2: Les quantite´s Aire(GaussU ), Long(Gauss∂U ) et Long(∂U) sont inde´pendantes
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Les exemples (1) et (2) dans la figure 2 prouvent aussi que les quantite´s Aire(GaussU )
et Long(∂U) sont essentielles dans le fonctionnement de l’ine´galite´ (26). On n’a pas encore
d’exemple pour montrer que la quantite´ Long(Gauss∂U ) est aussi essentielle. Il est fort possible
qu’une ine´galite´ du type
Aire(U) ≤ CAire(GaussU ) +C ′Long(∂U)
soit ve´rifie´e.
4.3 Meilleure estimation pour le volume d’un compact K ⊂M fixe´
Plac¸ons-nous dans le contexte du corollaire 2 : K est un compact admettant un voisinage
U sur lequel Gauss est non-de´ge´ne´re´e, injective et d’image contenue dans une demi-sphe`re.
L’ine´galite´ (19) est alors valable :
vol (K) ≤ Cn 1(
d Sn(K, ∂U)
)n vol (GaussU )
Le but initial de cette e´tude e´tait de majorer le volume de K par un certain volume recouvert
sur Sn par Gauss. Il est e´vident que, pour une distance d = dSn(K, ∂U) fixe´e, la meilleure
estimation par (19) est obtenue en choissant U tel que Gauss(U) = Gauss(K)d, ou` Gauss(K)d
est l’e´paisissement par d de Gauss(K) :
Gauss(K)d =
{
x ∈ Sn : distSn(x, Gauss(K)) < d
}
On e´crira Kd pour l’e´paisissement par d de K par rapport a` la distance sphe´rique sur U :
Kd =
{
x ∈ U : dSn(x, K) < d
}
Alors Gauss(Kd) = Gauss(K)d.
Ainsi Kd est le plus petit ouvert U satisfaisant dSn(K, ∂U) = d et on a, sous l’hypothe`se
d’existence d’un U comme ci-dessus,
vol(K) ≤ Cn 1
dn
vol(Gauss(K)d) (28)
Cette e´criture de l’ine´galite´ ne fait intervenir de voisinage du compact qu’implicitement. Le d
peut varier entre 0 et dmax, ou`
dmax = max
{
d : ∃ U ouvert ⊃ Kd t.q. Gauss|U non-de´ge´ne´re´e,
injective et d’image contenue dans une demi-sphe`re
}
Nous nous inte´ressons alors a` comprendre quel est le minimum du membre de droite dans
(28). Le proble`me plus ge´ne´ral a` traiter est de trouver
min
0<d<dmax
vol(Ad)
dn
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pour A ⊂ Sn un compact quelconque inclus dans une demi-sphe`re D, Ad un e´paisissement
par d de A et dmax ≤ distSn(A, ∂D). La re´ponse comple`te a` cette question est fournie par la
proposition suivante, de´montre´e dans un cadre plus ge´ne´ral dans l’appendice.
Proposition 5. Pour tout compact K ⊂ Sn inclus dans une demi-sphe`re la fonction
f(d) =
vol(Gauss(K)d)
dn
est de´croissante sur l’intervalle ]0, dmax].
En particulier, la meilleure estimation dans l’ine´galite´ (28) est obtenue pour d = dmax.
4.4 Optimalite´ de l’ine´galite´ (22)
vol(K) ≤ C¯n 1
d¯Sn(K, ∂U)n−1
vol(GaussU ) +
1
n
vol( ∂K) (29)
Nous rapellons que Gauss est suppose´e non-de´ge´ne´re´e sur l’ouvert U et K ⊂ U est un
compact. De plus, l’ine´galite´ fonctionne pour une immersion isome´trique de U dans Rn+1. Nous
allons montrer que les deux termes de droite dans (29) sont essentiels dans le fonctionnement
de l’ine´galite´ et que l’exposant n− 1 est optimal.
a) Le terme vol( ∂K) est essentiel. Conside´rons une suite Uk de bouts de surface de´finis par
Uk = B
n+1(0, 1) ∩ Sn((0, . . . , 0, −k), k + 1
k
)
(30)
Les Uk sont des he´mi-sphe`res de courbure de plus en plus faible, qui tendent avec k vers le disque
ouvert
Dn(0, 1) = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : |x| < 1 et xn+1 = 0}
L’image par Gauss de Uk est une boule ge´ode´sique sur S
n centre´e au poˆle nord, de rayon
ρk → 0. Soit Kk la pre´image de la boule ge´ode´sique ferme´e de meˆme centre et rayon ρk/2.
Alors Kk → D¯n(0, 12 ) (Figure 3, (1)). Par construction dSn(Kk, ∂Uk) = ρk/2, tandis que
vol(GaussUk) ∼ ρnk . Ainsi
vol(GaussUk)(
dSn(Kk, ∂Uk)
)n−1 ∼ ρk −→ 0
devient ne´gligeable devant vol(Kk). Ceci prouve que le terme vol( ∂Kk) est essentiel pour le
fonctionnement de l’ine´galite´ (22). Le meˆme exemple prouve que l’ine´galite´ (22) est optimale
au sens ou` l’exposant n ne peut eˆtre diminue´ sans ajout de termes supple´mentaires.
b) Le terme 1
d¯Sn (K, ∂U)n−1
vol(GaussU ) est essentiel. Une ine´galite´ du type vol(K) ≤ Cvol( ∂K)
ne peut eˆtre vraie telle quelle, comme on peut le voir facilement en prenant pour K une sphe`re
dont on a enleve´ une boule ge´ode´sique arbitrairement petite.
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c) L’exposant n−1 dans (22) est optimal pour le coefficient 1
n
devant vol( ∂K). A l’inte´rieur
du disque plan
D2(0, 1) = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : |x| < 1 et x3 = · · · = xn+1 = 0}
conside´rons une courbe ferme´e imerge´e, appele´e γ.
La construction que nous pre´sentons ge´ne´ralise celle des surfaces de rotation dans R3. La
courbe γ admet en chaque point un plan normal ge´ome´trique de dimension n, et tous ces plans
normaux sont canoniquement identifie´s par des translations et rotations dans R2 ≡ {x3 = . . . =
xn+1 = 0}. Fixons une hypersurface H de dimension n− 1 passant par l’origine dans un de ces
plan normaux. Son image via les identifications canoniques de´crit le long de γ une hypersurface
H de dimension n dans Rn+1 qu’on appelle hypersurface de rotation de´finie par H le long de γ.
Nous donnons des exemples de telles hypersurfaces de rotation H pour lesquelles la diffe´rence
vol(K)− 1
n
vol( ∂K) est arbitrairement grande et domine´e par Cn
1
d¯Sn(K, ∂U)n−1
vol(GaussU ), mais
pour lequelles C 1
d¯Sn (K, ∂U)n−2
vol(GaussU ) est arbitrairement petit quelle que soit la constante
C.
Faisons d’abord une remarque concernant la lissite´ des hypersurfaces H construites comme
ci-dessus. Comme le montre l’exemple des sphe`res (pour lesquelles on prend pour γ un cercle et
pour H une demi-sphe`re), H peut avoir des singularite´s, issues de l’intersection de ”me´ridiens”
H voisins. L’absence de singularite´s sur un me´ridien Hp au point p ∈ γ de´pend de la courbure
de γ en p et de la courbure de H. En termes pre´cis, il faut que la projection de H sur la normale
a` γ au point p s’e´loigne de p d’une distance au plus e´gale au rayon focal en p. Comme cela
on est sur que les H “voisines” ne s’intersectent pas. En particulier, si la courbure de γ est
borne´e supe´rieurement, on peut prendre pour H une he´misphe`re centre´e sur γ, de courbure
suffisamment faible. Ceci est le point de de´part de notre construction.
Prenons donc pour γ une courbe ferme´e imerge´e localement convexe. Pour tout δ < 1 il
existe une telle courbe de longueur arbitrairement grande contenue dans D2(0, δ) et de courbure
borne´e supe´rieurement par 2/δ. En particulier le rayon focal est minore´ par δ/2. Soit Hk une
suite d’hypersurfaces de rotation construites sur γ a` partir d’he´misphe`res de rayon ge´ode´sique
e´gal a` r < 1 et courbure tendant vers 0 avec k. Le r est choisi pour que Hk ⊂ Bn+1(0, 1). En
prenant δ suffisamment petit, le r peut eˆtre choisi arbitrairement proche de 1.
Prenons Uk = Hk. L’image par Gauss de Uk est un tube de rayon ρk −→ 0 autour du grand
cercle D¯2(0, 1) ∩ Sn, et on de´finit Kk comme la pre´image par Gauss du tube de rayon ρk/λ
autour du meˆme grand cercle, avec λ > 1 (Figure 3, (2)). Alors
vol(Kk) −→ vol Bn−1( r
λ
) · Long(γ) = r
λ
1
n− 1vol S
n−2(
r
λ
) · Long(γ)
vol( ∂Kk) −→ vol Sn−2( r
λ
) · Long(γ)
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Si r
λ
> n−1
n
(ce qui est re´alisable pour r, λ proches de 1), alors vol(Kk)− 1nvol( ∂Kk) est positif
et peut eˆtre rendu arbitrairement grand en augmentant Long(γ). Ceci de´montre de´ja` qu’une
correction de vol(Kk) par un terme supple´mentaire est ne´cessaire. D’un autre coˆte´,
vol(GaussUk) ∼ ρn−1k · Long(γ)
d¯Sn(Kk, ∂Uk) = ρk
(
1− 1
λ
)
Ceci montre qu’un exposant η strictement plus petit que n−1 rendrait la quantite´ 1/(d¯Sn(Kk, ∂Uk))η·
vol(GaussUk) e´quivalente a` ρ
n−1−η
k −→ 0, ne pouvant donc pas dominer vol(Kk)− 1nvol( ∂Kk).
L’exposant n− 1 est donc optimal pour le coefficient 1
n
dans (22).

Remarque. Nous ne savons pas prouver que l’exposant n−1 est optimal pour tout coefficient
devant vol(∂K). Par exemple, notre exemple ne fonctionne pas si le coefficient 1
n
est remplace´
par 1
n−1 .
5 Appendice I. Une ine´galite´ isope´rime´trique inverse
Les re´sultats que nous pre´sentons dans cet appendice ont e´te´ motive´s par la recherche d’une
preuve pour la proposition 5, a` son tour motive´e par l’e´tude de la meilleure fac¸on d’estimer le
volume d’un compact 4.3. Dans la suite on de´signera par Rn l’espace euclidien Rn, la sphe`re Sn
ou l’espace hyperbolique Hn. Si K est un compact de Rn et d > 0 un re´el positif on note
Kd = { x ∈ Rn : d(x, K) < d }
On note par B(d) une boule ouverte de rayon d dans Rn. On pose
dmax(K) = π − Circumradius(K), Rn = Sn
dmax(K) = +∞, Rn = Rn, Hn
Nous allons montrer la
Proposition 6. Pour tout compact K ⊂ Rn et pour tout re´el 0 < d < dmax(K) on a l’ine´galite´
voln Kd
voln−1 ∂Kd
≥ voln B(d)
voln−1 ∂B(d)
(31)
avec e´galite´ si et seulement si K est un ensemble fini de points situe´s a` distance au moins d l’un
de l’autre (ou, en d’autres mots, si Kd est une union disjointe de boules de rayon d).
Avant d’en donner la preuve, indiquons un corollaire et une formulation e´quivalente de la
proposition 6.
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Corollaire 4. Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes et pour Rn = Rn, Sn on a
voln Kd
voln−1 ∂Kd
≥ d
n
En particulier, la fonction
f(d) =
voln Kd
dn
(32)
est de´croissante pour 0 < d < dmax(K).
De´monstration. Soit αn−1 le volume de la sphe`re unite´ de R
n. Il est facile de voir que :
– pour Rn = Rn, on a voln−1 ∂B(d) = dn−1αn−1, voln B(d) =
∫ d
0 t
n−1αn−1dt =
dn
n
αn−1.
Ceci entraˆıne
voln B(d)
voln−1 ∂B(d)
=
d
n
– pour Rn = Sn, on a voln−1 ∂B(d) = (sin d)n−1αn−1, voln B(d) =
∫ d
0 (sin t)
n−1αn−1dt.
Alors on montre que
voln B(d)
voln−1 ∂B(d)
=
∫ d
0 (sin t)
n−1dt
(sin t)n−1
≥ d
n
Pour cela il suffit de voir que la fonction g(d) = n
∫ d
0 (sin t)
n−1dt−d(sin d)n−1 est croissante
et nulle en d = 0, ce qui assure sa positivite´.

Remarque. C’est l’e´tude de la fonction f(d) dans (32) qui a engendre´ l’e´tude de (31). Dans
le cas d’un convexe K ⊂ Rn une formule due a` Steiner ([BZ], §4.19) assure que voln Kd est un
polynoˆme de degre´ n en d > 0 ayant les coefficients positifs, d’ou` la de´croissance de f . Dans
le cas non-convexe on peut encore e´crire voln Kd comme polynoˆme de degre´ n en d [F], mais
uniquement pour des valeurs de d plus petites que le rayon focal de ∂K lorsque celui-ci est lisse,
ou plus petites qu’un analogue du rayon focal pour des compacts a` bord ”raisonnablement”
singulier [F].
C’est la de´croissance de f pour de tre`s petites et de tre`s grandes valeurs de d (dans ce dernier
cas, Kd est proche d’une boule de rayon d) qui nous a mene´s vers l’e´tude de sa de´croissance
globale.
Il convient d’observer que la variation de voln Kd peut eˆtre tre`s complique´e dans le domaine
interme´diaire, notamment a` cause de la pre´sence de trous dans K qui peuvent eˆtre absorbe´s
dans Kd pour d suffisamment grand.
La classe d’ouverts de Rn pour lesquels l’ine´galite´ 31 est valable est
Cd =
{
D ouvert borne´ ⊂ Rn : ∀ x ∈ D, ∃ boule x ∈ B(d) ⊂ D }
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De fac¸on e´vidente, si K est un compact alors
Kd ∈ Cd (33)
La proposition 6 de´coulera alors de la
Proposition 7. Pour tout ouvert D ∈ Cd on a
voln D
voln−1 ∂D
≥ voln B(d)
voln−1 ∂B(d)
(34)
On a e´galite´ si et seulement si D est une union disjointe de boules de rayon d.
C’est cette dernie`re ine´galite´ qui peut eˆtre regarde´e comme une ine´galite´ isope´rime´trique
“inverse”. Remarquons d’ailleurs que Cd co¨ıncide avec
C′d =
{
D ouvert ⊂ Rn : ∃ K compact, D = Kd
}
En effet, l’inclusion C′d ⊆ Cd de´coule de (33). D’un autre coˆte´ tout ouvert D ∈ Cd peut s’e´crire
D = (D−d)d
avec
D−d = {x ∈ D : d(x, ∂D) ≥ d}
L’inclusion (D−d)d ⊆ D est valable pour un ouvert arbitraire, n’appartenant pas ne´cessairement
a` Cd. Pour voir l’inclusion inverse, prenons un point x ∈ D quelconque. Puisque D ∈ Cd il existe
une boule x ∈ B(y, d) ⊂ D, ce qui assure que y ∈ D−d. Ceci entraˆıne B(y, d) ∈ (D−d)d et donc
x ∈ (D−d)d.
On conclut que les propositions 6 et 7 sont e´quivalentes.
De´monstration de la proposition 7. 1 Un ouvert D ∈ Cd peut s’e´crire comme
D =
∞⋃
i=1
Bi(d)
avec
lim
N
voln
N⋃
i=1
Bi(d) = voln D
lim
N
voln−1 ∂
N⋃
i=1
Bi(d) = voln−1 ∂D
1Une premie`re preuve, en dimension 2 et pour la me´trique euclidienne, m’a e´te´ sugge´re´e par Nicolae Mihalache.
Je lui en suis vivement reconnaissant.
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Il suffit donc de prouver (34) lorsque D est une union finie de boules de rayon d. On raisonne
par re´currence sur N . Lorsque N = 1 on a meˆme l’e´galite´. Pour alle´ger les notations dans le
passage de N a` N + 1 on note
VN = voln
N⋃
i=1
Bi(d) ∂N = voln−1 ∂
N⋃
i=1
Bi(d)
Soit
UN+1 = BN+1(d) ∩
( N⋃
i=1
Bi(d)
)
Alors (voir aussi la figure 4)
VN+1 + voln UN+1 = VN + voln BN+1(d)
∂N+1 + voln−1 ∂UN+1 = ∂N + voln−1 ∂BN+1(d)
En appliquant l’hypothe`se de re´currence on de´duit
VN+1 + voln UN+1
∂N+1 + voln−1 ∂UN+1
≥ voln B(d)
voln−1 ∂B(d)
Pour conclure il suffit alors de montrer que
voln UN+1
voln−1 ∂UN+1
≤ voln B(d)
voln−1 ∂B(d)
(35)
On utilise maintenant l’ine´galite´ isope´rime´trique dans Rn ([BZ], §10.2.1) : si B(h) de´signe la
boule de volume e´gal a` voln UN+1 on a l’ine´galite´ voln−1 ∂UN+1 ≥ voln−1 ∂B(h). On en de´duit
voln UN+1
voln−1 ∂UN+1
≤ voln B(h)
voln−1 ∂B(h)
D’un autre coˆte´, puisque UN+1 ⊆ BN+1(d) on a force´ment h ≤ d et l’ine´galite´ (35) s’ensuit une
fois qu’on aura remarque´ que la fonction G(d) = voln B(d)voln−1 ∂B(d) est strictement croissante en d > 0.
– si Rn = Rn alors G(d) = d
n
;
– si Rn = Sn alors G(d) =
∫ d
0 (sin t)
n−1dt
(sin t)n−1
. Sa croissance e´quivaut a` la positivite´ de G1(d) =
(sin d)n − (n− 1) ∫ d0 (sin t)n−1dt cos d, or G1(0) = 0 et G′1 ≥ 0 ;
– si Rn = Hn alors G(d) =
∫ d
0
(sinh t)n−1dt
(sinh t)n−1
. Sa croissance e´quivaut a` la positivite´ de G1(d) =
(sinh d)n − (n− 1) ∫ d0 (sinh t)n−1dt cosh d, or G1(0) = G′1(0) = 0 et G′′1 ≥ 0.

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Gauss(U)
(2)
K
U
U
K
Gauss(U)
(1)
Fig. 3: Optimalite´ de l’ine´galite´ (22)
BN+1
UN+1
Fig. 4: Preuve de la proposition 7
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